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ABSTRACT. This article deals with the teaching of spatial geometry in upper-secondary
education. We describe the results of the exploration study in which we piloted the using of
manipulative activities with Polydron by education of basics concepts of spatial geometry.

Uvod

Uc¢ivo priestorovej geometrie je zaradené V Stitnom vzdelavacom programe
do tematického okruhu Geometria a meranie. V obsahu vzdelavania je zahrnuté:
Znézornovanie do roviny, rovnobezné premietanie.
Hranaté telesa, ich povrch a objem.
Rezy.
Oblé telesa, ich povrch a objem, myslienka odvodenia pomocou Cavalieriho
principu.

YVVVY

Ucebny plan tematického celku Stereometria v tomto roc¢niku je rozvrhnuty
nasledovne:

Trieda Septima A (jazykova trieda): 3 hodiny matematiky tyzdenne, 26 vyucovacich
hodin venovanych tematickej oblasti Stereometria.

Trieda Septima B (zamerana na programovanie): 4 hodiny matematiky tyzdenne, 35
vyuc€ovacich hodin venovanych tematickej oblasti Stereometria.
V ulive pre Stvorrocné gymnazium je oblast’ Stereometrie zaradend do 2. ro¢nika, pocet
hodin venovanych tejto problematike je 19 vyuéovacich hodin.

Rozsah uciva je rovnaky pre vsetky tri triedy bez ohl'adu na ¢asova dotaciu.

Cielové poZiadavky na vedomosti a zruénosti maturantov Z matematiky, oblast’
Stereometria — Telesa (od sk. r. 2011/2012):
Obsah:

Pojmy: teleso, mnohosten, vrchol, hrana, stena, kocka, siet’ kocky, hranol, kolmy
a pravidelny hranol, kvader, rovnobeznosten, ihlan, S$tvorsten, podstava, vyska
v Stvorstene, gul'a, valec, kuzel’, objemy a povrchy telies.

Vlastnosti a vzfahy: vzorce na vypocty objemov a povrchov telies.

PoZiadavky na vedomosti a zrucnosti:
Ziak vie:

» rozhodnut, ¢i dand siet je sietou telesa daného obrazom vo volnom
rovnobeznom premietani,

» nacrtnut’ siet telesa daného obrazom vo vol'nom rovnobeznom premietani,

» riesit’ ulohy, ktorych stastou je vypocet objemu, resp. povrchu kocky,
kvadra, pravidelného kolmého hranola, pravidelného ihlana, gule, valca,
kuzela avie pritom najst a aktivne pouzit vzorce pre vypocet objemov
a povrchov telies potrebné pre vyrieSenie tilohy.

Prispevok bol vypracovany v ramci rieSenia projektu KEGA -> 038UKF-4/2011: Geometria telies v priprave buduicich
ucitel'ov matematiky s dorazom na aktivizujuci prvok manipula¢nej ¢innosti a aplikaénych tloh
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Vyucéovanie priestorovej geometrie za¢ina uvodnou hodinou, na ktorej sa Studenti
oboznamia so zakladnymi pojmami stereometrie, konkrétne: teleso, mnohosten, pravidelné
mnohosteny, siet’ mnohostena, konvexné a nekonvexné telesa. V dvoch triedach, Septima
A a Septima B nitrianskeho gymnazia na Golianovej ulici sSme overovali vhodnost’ pouzitia
stavebnice Polydron vo vyucovani uvodnej hodiny stereometrie. Zamerali sme sa na dve
hladiska:

e Casové hladisko, t. j. kol’ko minut z vyucovacej hodiny zaberu jednotlivé
ulohy,
e prijatie manipulacie so stavebnicou Studentmi na hodindch matematiky.

Stavebnica Polydron ©

Stavebnica umoziiuje 'ahké a rychle konStruovanie geometrickych telies a precvicovanie,
resp. skumanie niektorych ich vlastnosti. Zakladna Skolska verzia stavebnice (obr. 1)
obsahuje 460 kusov z 6smych rovinnych utvarov: rovnostranny trojuholnik (v dvoch
vel'kostiach, mensich 160 ks, vaésich 20 ks), rovnoramenny trojuholnik (40 ks), pravouhly
rovnoramenny trojuholnik (80 ks), $tvorec (80 ks), obdiznik (20 ks), pravidelny patuholnik
(40 ks) a pravidelny Sestuholnik (20 ks). Jednotlivé utvary st vyrabané z umelej hmoty
Vv Styroch farbach: Cervend, modra, zelena a zItd. Zakladnd vlastnost modelov uvedenych
n-uholnikov spoc¢iva v moznosti jednoduchého spajania pomocou jedinecnej zavesnej
svorky. Na spojenej hrane je mozné vykonat ,,ohybanie”. Tato vlastnost umozZiuje
vyuzitie tychto modelov pri zhotovovani réznych konvexnych i nekonvexnych telies.
Dalgim krokom autorov bolo vytvorenie ,,plnej* verzie stavebnic, tj. rovinné ttvary su
neprichl'adné. Rovinné utvary sa doplnili o Casti priestorovych telies (obr. 2). Tym je
umoznena stavba nielen mnohostenov, ale napr. aj gule, valca, atd’.)

Obr. 2

Priebeh vyucovacej hodiny

V triede Septima A sme mali na vyucovacej hodine pritomnych 26 Studentov, v triede
Septima B sme mali deleni hodinu — na jednej hodine 15 Studentov, na druhej hodine 14
Studentov. V ramci vyucovania sme mali k dispozicii 5 stavebnic Polydron (zobrazenu na
obr.1) a tak sme Studentov rozdelili na kazdej hodine do 5 skupin.

Prva nasa otazka bola: Co rozumieme v matematike pod pojmom teleso? Odpovede pisali
Studenti na papier. Zaznamenali sme:
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geometricky utvar.

priestorovy (trojrozmerny) utvar.

priestorovy (trojrozmerny) utvar l'ubovolného tvaru a velkosti.

priestorovy utvar, ktory ma svoje charakteristické vlastnosti a urcité rozmery.
priestorovy utvar ohrani¢eny stenami, ktory ma svoj povrch a objem.

priestorovy utvar ohraniceny vrcholmi, ktoré su spajané tseckami a vytvaraju
utvar.

priestorovy trojrozmerny ttvar, ktory mozes chytit’ (vidime ho).

dvojrozmerny alebo trojrozmerny Utvar definovany bodom alebo skupinou bodov
a ich spojnicami a plochami.

priestorovy utvar, ktory sa sklada zo stran a hran.

predmet alebo utvar, ktory sa sklada z podstavy a plasta, ma uréity pocet stien,
vrcholov a hran.

VV VYV VVVVVY

Porovnajme ich odpovede s definiciou: Teleso je ohranicend oblast v priestore a jej
hranice. Vidime, Ze niektori §tudenti popisali teleso vel'mi blizko korektnej definicii.

Po tejto ulohe sme ziakov oboznamili S pojmom mnohosten:
Specialnym pripadom telesa je mnohosten (oznacujeme aj ako n-sten). Je to teleso,
ktorého hranica je zjednotenim n hranicnych mnohouholnikov (neN,n>3) tak, Ze

strana kazdého jedného z nich je sucasne stranou iného, pricom obidva mnohouholniky
nelezia v jednej rovine.

Otazka pre Studentov: Aké iné telesa pozname okrem mnohostenov?
Pokra¢ovali sme ulohou: Z dielov stavebnice Polydron postavte 'ubovol'ny mnohosten.

Poznamka. Na tato tlohu sme ziakom dali priblizne 15 mintt Cas, pretoZe v ramci nej
prvykrat pracovali so stavebnicou. Myslime si vSak, Ze na tto aktivitu postaci aj 5 minut.

Ziaci postavili 'ubovolné telesd, medzi nimi sa najéastejsie vyskytovala kocka. To nas
neprekvapilo, ked’ze je to teleso, s ktorym sa Studenti najéastejsie stretavaju.
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Obr. 7
Jeden $tudent zhotovil stavbu, ktora ale nespliiala definiciu telesa (obr. 7). Tito stavbu sme

ukdazali ostatnym Studentom, a polozili sme otazku: Povazujeme tuto tavbu za teleso?
Studenti hned’ zareagovali, ze dana stavba nie je teleso, pretoze nie je ohrani¢ena.

Na postavenych modeloch sme si so Studentmi zopakovali pojmy ako podstava a plast
mnohostena, vrcholy, hrany, steny, uhlopriecky (stenové i telesové).

Otdzka pre Studentov: Cim je kocka taka vyznamna?
Studenti odpovedali, Ze ma vsetky steny zhodné Stvorce.

Zadefinovali sme pravidelny mnohosten: je to taky mnohosten, ktorého vsetky steny siu
zhodné pravidelné mnohouholniky a kazdym vrcholom prechadza rovnaky pocet hran,
pricom vSetky vrcholy leZia na jednej gulovej ploche. Ak Studenti nevedia, o gulova
plocha je, oboznamime ich aj s tymto pojmom. Studenti v nagich triedach tento pojem
ovladali uz z analytickej geometrie.

Otazka pre Studentov (odpovede pisali na papier). Ktoré mnohosteny povazujete za
pravidelné telesa?

Zo Studentskych odpovedi vyberame: Kkocka, kvader, ihlan, Stvorsten, osemsten,
dvanast’sten, dvadsat’sten.
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Napriek tomu, Ze sme definiciu pravidelného mnohostena uvideli este pred touto otazkou,
mnoho Studentov sa pomylilo a ¢asté odpovede boli ihlan a kvader.

Pozndmka: Niektori Studenti uviedli, Ze sa s pravidelnymi mnohostenmi stretli uz skér,
a teda ich poznali, nevedeli vSak, Ze ich pocet je pit, a teda skusali v d’alSej ulohe najst’ aj
iné pravidelné telesa. Ked’ze ich odpovede na poslednt otdzku sme neprecitali pred celou
triedou, vsetci Studenti riesili d’alsiu tlohu bez ovplyviovania.

Otazka pre Studentov: Aké iné telesa modzeme eSte postavit zjedného druhu
mnohouholnikov? Pomocou pravidelnych mnohouholnikov zo stavebnice najdite co
najviac pravidelnych mnohostenov. Kol’ko ich existuje?

V ramci tejto aktivity sme sa pohybovali medzi Studentmi a sledovali sme ich pracu.
Vyskytol sa problém vypliania roviny — pri ukladani rovnostrannych trojuholnikov (obr.
8) apravidelnych 3estuholnikov (obr. 9). Studenti sami objavili, Ze z pravidelnych
Sestuholnikov pravidelné teleso neposkladaju, a pri stavani dvadsat'stena musia vybrat
jeden trojuholnik, aby nevytvarali rovinu.

Obr. 8

Studenti v ramci kazdej skupiny vzdy nagli vsetkych pit pravidelnych mnohostenov
(obr. 10). Oboznamili sme ich s pomenovanim Platonske telesa.
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Obr. 10
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Dalsim pojmom, sktorym sme $tudentov oboznamili, bol pojem konvexné teleso.
Konvexné teleso je také teleso, ktoré obsahuje kazdu usecku, ktorej krajné body su
lubovolné dva body telesa.

Medzi $tudentmi postavenymi mnohostenmi sme nasli nekonvexné teleso (obr. 11). Na
tomto telese sme Studentom nazorne predviedli, preco je toto teleso nekonvexné (obr. 12).

Poslednou aktivitou Studentov je objavenie vztahu medzi poctom stien, hran a vrcholov
konvexnych mnohostenov - Eulerovu vetu.

Studentom sme na tabul’u nakreslili tabul’ku a zaroveii sme im ju rozdali na papieroch.

Nazov telesa Pocet stien (s) Pocet vrcholov (v) Pocet hran (h)

Otdzka pre Studentov: Existuje vzt'ah medzi po¢tom stien, vrcholov a hran mnohostenov?

Studenti si zapisovali jednotlivé udaje do svojich papierov a zarovei chodili zapisovat’ na
tabulu. Vo vSetkych triedach objavili Studenti vzt'ah medzi poctom stien, vrcholov a hran
mnohostenov (obr. 13). Zaroven objavili aj to, ze tento vztah pre nekonvexné telesa
neplati.

Poznamka: Na delenych hodinach Septimy B sme stihli Studentov oboznamit’ s dualitou
telies kocka, osemsten a dvanast’sten - dvadsat’sten. V triede Septima A sme tuto aktivitu
uz nestihli.
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Spocitajte na teleséch pocet vrcholov, stien a hrén zapiste do tabul'ky.

Niizov telesa Pocet stien (s) Poéet vrcholov (v) Pocet hrin (h)
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Obr. 13: Studentské riesenie

Nazory zZiakov na vyuZivanie stavebnice Polydron vo vyucovani matematiky

Studentom sme po hodine rozdali kratky dotaznik s troma polozkami.

1. otdazka: Vyjadrite svoj ndzor na vyucovaciu hodinu, na ktorej ste pracovali

S konstrukcnou stavebnicou Polydron. Odpoved’ zdévodnite.

Hodina bola aktivna, zaujimava, putava, zabavna.

Bola poskytnuta kvalitna pedagogicka pomoc pri vysvetlovani uciva a aj pri
stavani.

Bolo dobré, Ze sme sa neucili iba teoreticky, a bola to aj zdbava.

Pozitivne hodnotim, naudil som sa o telesach viac, ked’ som ich mohol sam stavat’
a popozerat’.

Prvy krat sa stalo, Ze na hodine vsetci spoluziaci davali pozor.

YV VYV VYV

2. otazka: Privitali by ste pouzivanie Polydronu na tych vyucovacich hodindach, kde by
podla charakteru uciva bolo mozné jeho zaradenie? Odpoved’ zdévodnite.
> Ano, uréite. Hodina by bol zaujimavejsia a patavejsia. Je to skvela pomdcka na
geometriu.
» Samozrejme. Takato hodina obohati nase predstavy.
> Ano. Zlepiuje priestorové videnie. Doteraz ked’ sme na hodinach preberali nie¢o
s telesami, ucitel’ka vZdy iba vysvetl'ovala, niekedy priniesla aj model telesa, ale
vo velkej triede ten jeden model nestacil.
» Samozrejme. Pri praci s Polydronom sa zapajali do objavovania aj spoluziaci, ktori
inak na hodinach matematiky len pasivne sedia.

3. Bola pre Vas vyucovacia hodina s Polydronom prinosom? Ak ano, odpoved’ zdovodnite.
» Urcite ano, pochopil som vel'a veci.
» Naucil som sa stavat’ telesa, s ktorymi som sa predtym nikdy nestretol.
» Naucil som sa mnoho novych vztahov.
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» Myslim si, Ze som zachytila viac informacii ako na klasickej hodine matematiky.
» Keby nepracujeme so stavebnicou, Eulerovu vetu by som urcite neobjavil, pretoze
tie telesa aj keby som si tazko predstavil, eSte tazSie by som v mysli spocital,

kol'’ko maju hran a vrcholov.
» To sauvidi na dalsich hodinach matematiky.
» Bolo to zaujimavé, ale nejakym vel’kym prinosom nie.

Zaver

Zavedenie manipula¢nej ¢innosti so stavebnicou Polydron do vyuéby nielen zvysilo
motivaciu Studentov, ale ako sme sa neskor dozvedeli od ich vyuéujucej, aj trvacnost ich
poznatkov. Ziaci si pamitali jednotlivé pojmy a vztahy, a vedeli si ich lepsie predstavit’.

Mozeme skonstatovat’, Ze vSetci Studenti sa aktivne zapajali do vyucovacieho procesu
a pouzitie stavebnice ich motivovalo pracovat’ a riesit zadané ulohy. Z hl'adiska Casovej
naro¢nosti je potrebné, aby sa s pracou so stavebnicou Studenti zoznamili skor — @j
S patentovym spajanim, aj s dielmi stavebnice.

Pre vSetkych Studentov bola hodina zaujimava. Za 45 mintitova vyucovaciu hodinu sme
stihli v prispevku popisané aktivity. Je na ucitel'ovi, v akej miere a forme vyuzije tiito sice
finan¢ne naro¢nu, ale predsa len dostupni ucebnu pomocku, ktort mozeme vyuzit' aj na
d’alsich hodinach matematiky, napr. pri hl'adani vSetkych sieti kocky, pri stavbe kockovych
telies a hlavolame Soma kocka. Studenti so slab$ou priestorovou predstavivostou si pri
niektorych vypoctovych ulohach zo stereometrie nevedia predstavit, pripadne nakreslit
plast telesa. Aj pri rieSeni takychto uloh je vhodné vyuzivat’ stavebnicu Polydron.
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